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Structures linéaires (fin)

Récursivité

» Un algorithme (ou fonction) qui s’appelle lui-méme (ou elle-méme) est
récursif

» Exemple : calculer n!, pour n > 1

Fonction fiter(d n : entier) : entier

i,f : entier; Fonction frec(d n : entier) : entier

Det}l%t— 1: Début

i‘.:Z', Sin =2 alors

Tant que (i < n) faire ) retour 2;
fi=fxi; Sinon
=it retour nx fact_rec(n —1);
i:=i+1; | rel

i i Fin si
Fin faire )
Fin
retour f ;

Fin
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Structures linéaires (fin)

Tri fusion

Algorithme de tri par comparaison stable
Technique du “diviser pour régner”
N’opérant pas en place

Idée générale :
1. Sile tableau n’a qu'un élément, il est déja trié
2. Sinon, séparer le tableau en 2 parties égales (a 1 pres)
3. trier récursivement les 2 parties avec l’algorithme
4. Fusionner les deux tableaux triés en un seul tableau trié
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Tri fusion

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1
[3]6 a1 127 ]1w0]4]5[11]15]
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Structures linéaires (fin)

Tri fusion

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1
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Structures linéaires (fin)

Tri fusion

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
[3]6 a1 127 |w0]4]5]11]15]
Glelufilel7]  [w[:}sluls]
[3]16]u] [1]2]7] [w]4] [5]u]15]
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Structures linéaires (fin)

Tri fusion
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Structures linéaires (fin)

Tri fusion

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1
[3]6 a1 127 |w0]4]5]11]15]

[3]16 1|1 ]12] 7] [10] 4|5 1]15]

6]14] [1]2]7] [w]4] [5]u]5]

ARV /NN
(o] G [we] [1] (2 7]
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Structures linéaires (fin)

Tri fusion

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1
[3]w6]ua]1]r2[7]w]4]5]u]15

p—
(5 [16]1a|1[12]7] (0] 4|5 [n]s]
N, N

6]14] [ ]2]7] [w]4] [5]u]i5]

Ny N /NN
[ Defw) () Gz 7] o) Ce] (5] [ fs]

\w
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Structures linéaires (fin)

Tri fusion

7 8 9 10 11

1 2 3 4 5 6
[3]6]1]1]12]7

10]4]5]1]15]

1[12] 7]

.

EOEY ERENIED
/\.

[3fw6]u] [1]2]7] [w]s] [5]u]5]

SN N SN N

\16 14\-\12 7] - - 71_T|
N\ I

EE-E-EE-EE
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DIVISER
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Structures linéaires (fin)

Tri fusion

7 8 9 10 11

1 2 3 4 5 6
[3]6]1]1]12]7

10]4]5]1]15]

Glelufilel7]  [w[:}sluls]
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Structures linéaires (fin)

Tri fusion

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1
[3]6 a1 127 |w0]4]5]11]15]
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Structures linéaires (fin)

Tri fusion

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1
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Structures linéaires (fin)

Tri fusion

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1
[3]6 a1 127 |w0]4]5]11]15]

Glwlufilel7]  [w]a]s]uls]
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Structures linéaires (fin)

Tri fusion

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1
[3]6 a1 127 |w0]4]5]11]15]

[3]16 1|1 ]12] 7] [10] 4|5 1]15]
[1]2]7] [w]s] [5]u]s]
/\ SN N
\16 14\ 7 m-- ;
N Z\.
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Structures linéaires (fin)

Tri fusion

7 8

10 1

1
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[3]6]1]1]12]7

9
10]4]5]1]15]

[3]16]14

1[12] 7] [10] 4

N,

/

s Tuls]

.

[3

6]14] [1]12]7] [10]4]

[5

115

/

Ny N

/N

-\16 14\“\12

7] m-

™\ /

N\

/
-

™

;

=

-IME-

\mmz v

[3]1a]16]

[1]7]12] [4]w0]

[5]1]15]

Introduction a l'informatique

5/26



Structures linéaires (fin)

Tri fusion

7 8
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Structures linéaires (fin)

Tri fusion
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Structures linéaires (fin)

Tri fusion
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Structures linéaires (fin)

Tri fusion
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Structures linéaires (fin)

Tri fusion

7 8
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Structures linéaires (fin)

Tri fusion
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Structures linéaires (fin)
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Structures linéaires (fin)
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Structures linéaires (fin)

Tri fusion

7 8

10 1

1

1 2 3 4 5 6
[3]6]1]1]12]7

9
10]4]5]1]15]

[3]16]14

1[12] 7] [10] 4

N,

/

s Tuls]

.

[3

6]14] [1]12]7] [10]4]

[5

115

/

Ny N

/N

-\16 14\“\12

7] m-

™\ /

N\

/
-

™

;

=

-IME-

‘MM-QV Q?n{?m

[3]1a]16]

[1]7]12] [4]w0]

[5]1]15]

[1]s]7]2[1a]16]

[1]s]4]

Introduction a l'informatique

PSS

5/26



S. Sené

Structures linéaires (fin)
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Structures linéaires (fin)
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Structures linéaires (fin)

Tri fusion
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Structures linéaires (fin)
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Structures linéaires (fin)

Tri fusion
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Structures linéaires (fin)

Tri fusion
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Structures linéaires (fin)
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Structures linéaires (fin)

Tri fusion
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Structures linéaires (fin)

Tri fusion
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Structures linéaires (fin)

Tri fusion
Algorithme

Fonction tri_fusion(d tab[1...#] : tab entier) : tab entier
Début

Si(n <1)alors retourtab;

Sinon

retour fusion(tri_fusion(tab([1...| 1 |]), tri_fusion(tab[[1]. .

Fin si
Fin

Fonction fusion(d t1[1...n1], d tz[1...n;] : tab entier) : tab entier
Début

Si (n1 =0) alors retourt,;

Sinon si (1, = 0) alors retour t; ;

Sinon si (t1[1] < tp[1]) alors  retour t1[1] :: fusion(t;[2...11], t2);

Sinon retour tp[1] :: fusion(ty, tz[2...12]);
Fin si
Fin
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Structures linéaires (fin)

Tri fusion

Complexité

: ?
Qu’en dites-vous:
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Structures linéaires (fin)

Tri fusion

Complexité

: ?
Qu’en dites-vous:

O(n-log,(n))

S. Sené Introduction a l'informatique

5/26



Structures linéaires (fin)

Tri fusion
Application

Vidéo
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https://www.youtube.com/watch?v=JSceec-wEyw

Algorithmes sur les entiers et les réels
Plan du cours

Algorithmes sur les entiers et les réels
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fait-elle pour compter?
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Algorithmes sur les entiers et les réels

l'ftz'+1 nE4 m0d27

3+ 23
p
5d(21, 4o,

Comment une machine

fait-elle pour compter?

In(14)
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n:=n+1

n stocl((t(zl Iiileraﬂ? octet 1 1 olo 1 1 1 1
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Algorithmes sur les entiers et les réels

n:=n+1

n stocl((t(zl Iiileraltll? octet 1 1 olo 1 1 1 1

incrément (ajout de 1)
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Algorithmes sur les entiers et les réels

n:=n+1

n stocké sur un octet
(abioa 1{1]{ofof1]|1]1]1
incrément (ajout de 1) 0
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Algorithmes sur les entiers et les réels

n:=n+1

n stocl((t(zl Iiileraltll? octet 111 0lo 111 111
incrément (ajout de 1) 00

S. Sené Introduction a l'informatique 8/26



Algorithmes sur les entiers et les réels

n:=n+1

n stocl((t(zl Iiileraltll? octet 111 0lo 111 111
incrément (ajout de 1) 0[0]0
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Algorithmes sur les entiers et les réels

n:=n+1
n stocl((t(zl Iiileraltll? octet 111 0lo 111 111
incrément (ajout de 1) 01010|0
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Algorithmes sur les entiers et les réels

n:=n+1
n stocl((t(zl Iiileraltll? octet 111 0lo 111 111
incrément (ajout de 1) 110101 0|0
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Algorithmes sur les entiers et les réels

n:=n+1
n stocl((t(zl Iiileraltll? octet 111 0lo 111 111
incrément (ajout de 1) 0j(1j010]0]0
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Algorithmes sur les entiers et les réels

n:=n+1
n stocl((t(zl Iiilera 1[151 octet 111 olo 111 111
incrément (ajout de 1) 11011(0j0]0]|0
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Algorithmes sur les entiers et les réels

n:=n+1
n stocl((t(zl Iiilera 1[151 octet 111 olo 111 111
incrément (ajout de 1) 111]0{1}j010]0]|O0
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Algorithmes sur les entiers et les réels

n:=n+1
n stocl((te;l Igilera 1[151 octet 111 olo 111 111
incrément (ajout de 1) 111]0{1}j010]0]|O0

Fonction incr(d n[0..n — 1] : tab_booléen) : tab_booléen
i:entier;
Début
i:=longueur(n) —1;
Tant que ((i = 0) et (n[i] = 1)) faire
nli] :=0;
i=1i—1;
Fin faire

nli]:=1;
retour n;

Fin
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Algorithmes sur les entiers et les réels

n:=n+1
n StOd(<te;1 Igilera 1[151 octet 111 111 111 111
11€
incrément (ajout de 1) ! ODéBasggbrln@ﬂt dg @t

Fonction incr(d n[0..n — 1] : tab_booléen) : tab_booléen
i:entier;
Début
i:=longueur(n) —1;
Tant que ((i = 0) et (n[i] = 1)) faire
nl[i]:=0; i:=i—-1;
Fin faire
Si (i = —1) alors
écrire("Erreur capacité"); sortir;
Sinon
nli]:=1;
Fin si

retour n;

Fin
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Algorithmes sur les entiers et les réels

31+23

Fonction somme(d m[0..n11], n[0..n — 1] : tab_booléen) : tab_booléen
i, £, 7, tmp : entier;
res[0..n — 1] : tab_booléen;

1 1 1 1 1
Lofofofrfu]efa]r]

+ [ofofofsfofa]a]s]

Lofofafufofr]1]o]
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Algorithmes sur les entiers et les réels

31+23

Fonction somme(d m[0..n11], n[0..n — 1] : tab_booléen) : tab_booléen
i, £, 7, tmp : entier;
res[0..n — 1] : tab_booléen;

Début
¢:=longueur(m);
r:=0;

1 1 1 1 1
Lofofofrfu]efa]r]

+ [ofofofsfofa]a]s]

Lofofafufofr]1]o]
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Algorithmes sur les entiers et les réels

31+23

Fonction somme(d m[0..n11], n[0..n — 1] : tab_booléen) : tab_booléen
i, £, 7, tmp : entier;
res[0..n — 1] : tab_booléen;

Début
¢:=longueur(m);
r:=0;
Pour (i de / —1 a 0) faire 101 1 1 1

tmp = m[i] +n[i] +7;

res[i] := tmp mod?2; |0|0|0|1|1|1|1|1|

+ [ofofofsfofa]a]s]

Lofofafufofr]1]o]
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Algorithmes sur les entiers et les réels

31+23

Fonction somme(d m[0..n11], n[0..n — 1] : tab_booléen) : tab_booléen
i, £, 7, tmp : entier;
res[0..n — 1] : tab_booléen;

Début
¢:=longueur(m);
r:=0;

Pour (i de / —1 a 0) faire

, , 1 1 1 1 1
tmp = m[i] +n[i] +7;

res[i] := tmp mod?2; |0|0|0|1|1|1|1|1|
Si (tmp > 2) alors

r=1; + [ofolofufofafu]n]
Sinon

r:=0;
Fin si Lofofufrfofr]s]o]

Fin faire

S. Sené
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Algorithmes sur les entiers et les réels

31+23

Fonction somme(d m[0..n11], n[0..n — 1] : tab_booléen) : tab_booléen
i, £, 7, tmp : entier;
res[0..n — 1] : tab_booléen;

Début
¢:=longueur(m);
r:=0;

Pour (i de / —1 a 0) faire

, , 1 1 1 1 1
tmp = m[i] +n[i] +7;

res[i] := tmp mod?2; |0|0|0|1|1|1|1|1|
Si (tmp > 2) alors

r=1; + [ofolofufofafu]n]
Sinon

r:=0;
Fin si Lofofufrfofr]s]o]

Fin faire
retour res;
Fin

S. Sené
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Quotient et reste de la division euclidienne de n par m
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n=4 mod 27

Quotient et reste de la division euclidienne de n par m

n=mxgqg+r, (g€ N,r e Nyg)
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Algorithmes sur les entiers et les réels

n=4 mod 27

Quotient et reste de la division euclidienne de n par m

n=mxgqg+r, (g€ N,r e Nyg)

Procédure division(d 1, 1 : entier; r g, r : entier)
Début
q:=0;
Tant que (1 > m) faire
qg:=q+1;
n:=n—m;
Fin faire
ri=mn;
Fin
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Algorithmes sur les entiers et les réels

n=4 mod 27

Quotient et reste de la division euclidienne de n par m

n=mxgqg+r, (g€ N,r e Nyg)

Procédure division(d 1, 1 : entier; r g, r : entier)
Début
q:=0;
Tant que (1 > m) faire
qg:=q+1;
n:=n—m;
Fin faire
ri=mn;
Fin

|n/m]| n mod m

n//m en Python n%m en Python
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Algorithmes sur les entiers et les réels

n=4 mod 27

Quotient et reste de la division euclidienne de n par m

n=mxq+r,

Procédure division(d 1, 1 : entier; r g, r : entier)
Début
q:=0;
Tant que (1 > m) faire
qg:=q+1;
n:=n—m;
Fin faire
ri=mn;
Fin

n mod m

|[1/m]

n//m en Python n%m en Python

S. Sené

Introduction a l'informatique

(qu,?’ENz(,)

328 =27xqg+r
383 —27 =355 193 —27 =166
355 —27 =328 166 —27 =139
228 —27 =301 139 -27 =112
301 —-27 =274 11227 =85
274 —27 =247 85 —27 =58
247 —27 =220 58 =27 =31
220—-27 =193 31-27=4

328 =27x14+4
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Algorithmes sur les entiers et les réels
a et b premiers entre eux?

Définition

Soient a,b € N*. g et b sont premiers entre eux si et seulement si “1'unique
diviseur commun” (positif) aa eta best 1.

Remarque

Deux nombres premiers sont premiers entre eux.
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Soient a,b € N*. g et b sont premiers entre eux si et seulement si “1'unique
diviseur commun” (positif) aa eta best 1.

Remarque

Deux nombres premiers sont premiers entre eux.

» 14 et 15 sont premiers entre eux
» 14 et 49 ne sont pas premiers entre eux
Définition
Va,be N*, a et b sont premiers entre eux <= pgcd(a,b) = 1. J
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Algorithmes sur les entiers et les réels
a et b premiers entre eux?

Définition
Soient a,b € N*. g et b sont premiers entre eux si et seulement si “1'unique
diviseur commun” (positif) aa eta best 1.

Remarque

Deux nombres premiers sont premiers entre eux.

» 14 et 15 sont premiers entre eux
» 14 et 49 ne sont pas premiers entre eux
Définition
Va,be N*, a et b sont premiers entre eux <= pgcd(a,b) = 1. J

Comment calculer le PGCD deaetb?
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Algorithmes sur les entiers et les réels

Algorithme d’Euclide

pged(21,49) =?

S. Sené Introduction a l'informatique 12/26



Algorithmes sur les entiers et les réels

Algorithme d’Euclide

pged(21,49) =2 49 =21x2+7
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Algorithmes sur les entiers et les réels

Algorithme d’Euclide

pged(21,49) =2 49221 x247
/
21=7%3+0
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Algorithmes sur les entiers et les réels

Algorithme d’Euclide

pged(21,49) = 7 49221 x247
/
21=7%3+0
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Algorithmes sur les entiers et les réels

Algorithme d’Euclide
pged(21,49) = 7 49 221%x2+7
/
21 =7x3+0

pgcd(345,799) =?
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Algorithmes sur les entiers et les réels

Algorithme d’Euclide
pged(21,49) = 7 49 £21%x2+7
/
21 =7x3+0

pgcd(345,799) =? 799 =345 x 2+ 109
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Algorithmes sur les entiers et les réels

Algorithme d’Euclide
pged(21,49) = 7 49 £21%x2+7
/
21 =7x3+0
pgcd(345,799) =? 799 =345 x 2+109
/

345 =109 x3+18
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Algorithmes sur les entiers et les réels

Algorithme d’Euclide
pged(21,49) = 7 49 £21%x2+7
/
21 =7x3+0
pgcd(345,799) =? 799 =345 x 2+109
/
345 =109 x 3 £ 18
/

109 =18 x6+1
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Algorithmes sur les entiers et les réels

Algorithme d’Euclide
pged(21,49) = 7 49 £21%x2+7
/
21 =7x3+0
pgcd(345,799) =? 799 =345 x 2+109
/
345 =109 x 3 £ 18
/
109 =18 x6+1
/

18 =1x18+0
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Algorithmes sur les entiers et les réels

Algorithme d’Euclide
pged(21,49) =7 49 £21%x2+7
/
21 =7x3+0
pged(345,799) =1 799 =345 x 2+109
/
345 =109 x 3 £ 18
/
109 =18 x6+1
/

18 =1x18+0
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S. Sené

Algorithmes sur les entiers et les réels

Algorithme d’Euclide

v

a et b 2 entiers naturels
non nuls tels que a > b

a prend la valeur de b
b prend la valeur de r

A 4

A

Calculer le reste r de
la division de a par b

NON

r=07?

OUuI

Introduction a l'informatique
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Algorithmes sur les entiers et les réels

Algorithme d’Euclide

a prend la valeur de b
b prend la valeur de r
X

v

a et b 2 entiers naturels
non nuls tels que a > b

)

Calculer le reste r de
la division de a par b

Fonction pged (d a, b : entier) : entier
#a,beN* a>b NON_~"
A r=07?
r: entier;
Début oYl

r:=a modb;

Tant que (r > 0) faire
a:=b;
b:=r;
r:=a modb;

Fin faire

retourb;
Fin

S. Sené Introduction a l'informatique
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Algorithmes sur les entiers et les réels
OK, mais est-ce utile ?

Nombres pseudo-aléatoires

Générateurs congruentiels linéaires

Xp41 = (a-x, +c) modm

Xp = (Xy—j + Xy +¢) mod m()

Xn = (Xp—24 +Xp_55 +¢) mod m

S. Sené Introduction a l'informatique 13/26



Algorithmes sur les entiers et les réels
OK, mais est-ce utile ?

CREDIT CARD

tE

42753150 855195

Communication CB <~ TPE
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Algorithmes sur les entiers et les réels
OK, mais est-ce utile ?

o0 < D @ | ™ hups://mail.google.com,
= M Gmail Q, Search mail
o- ¢
I- Nouveau message
(D) pAYBOX X+

€ O @ hitps//tpeweb.paybox.com/cgi/MYpagepaiement.cgi

@ tpeweb.paybox.com s

Connexion sécurisée -

Communication en ligne sécurisée
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Algorithmes sur les entiers et les réels

OK, mais est-ce utile ?
Charlie

Communication sécurisée

. N A |
Alice veut envoyer un secret a Bob ('&. v
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Algorithmes sur les entiers et les réels

OK, mais est-ce utile ?
Charlie

Communication sécurisée

Alice veut envoyer un secret a Bob

Alice
mot de passe message chiffré message déchiffré
— chiffrement — déchiffrement —
“mamanl1967” “X#13y7b 7" “maman1967”
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Algorithmes sur les entiers et les réels

Chiffrement / déchiffrement

mot de passe message chiffré
chiffrement

“maman1967” “X#!13y7b %"
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Algorithmes sur les entiers et les réels

Chiffrement / déchiffrement

mot de passe message chiffré

chiffrement

= =
“maman1967” “X#!13y7b %"

» Chiffrement de César — Décalage de la la clé k dans la table ASCII
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Algorithmes sur les entiers et les réels

Chiffrement / déchiffrement
mot de passe message chiffré
_ chiffrement _

“X#!13y7b %"

“maman1967”
Décalage de la la clé k dans la table ASCII

» Chiffrement de César

14/26

15
63

17
20
Introduction a l'informatique
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Algorithmes sur les entiers et les réels

Chiffrement / déchiffrement

mot de passe message chiffré
_ chiffrement _

“maman1967” “X#!13y7b %"

» Chiffrement de César — Décalage de la la clé k dans la table ASCII

Charlie

k=0?
k=17?
k=27 k
k=127?

S. Sené

Introduction a l'informatique

14/26



Algorithmes sur les entiers et les réels

Chiffrement / déchiffrement

mot de passe message chiffré

_ chiffrement _
_—
“maman1967” “X#!13y7b %"
» Chiffrement de Vigenere - Un mot périodique dont chaque symbole

encode un décalage spécifique
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Algorithmes sur les entiers et les réels

Chiffrement / déchiffrement

mot de passe message chiffré
_ chiffrement _
“maman1967” “X#!13y7b %"
» Chiffrement de Vigenere - Un mot périodique dont chaque symbole

encode un décalage spécifique

S. Sené 14/26



Algorithmes sur les entiers et les réels

Chiffrement / déchiffrement

mot de passe message chiffré

_ chiffrement _
_—
“maman1967” “X#!13y7b %"
» Chiffrement de Vigenere - Un mot périodique dont chaque symbole

encode un décalage spécifique

Charlie

» Plus difficile !
» Cassable dans la plupart
des cas mot
» Incassable si la
|cle| = |message|
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Algorithmes sur les entiers et les réels

Chiffrement / déchiffrement

» Cryptosysteme RSA — Chiffrement asymétrique, fondé sur de grands
nombres premiers et le probleme de la décomposition en produit de
facteurs premiers
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Algorithmes sur les entiers et les réels

Chiffrement / déchiffrement

» Cryptosysteme RSA — Chiffrement asymétrique, fondé sur de grands
nombres premiers et le probleme de la décomposition en produit de
facteurs premiers

(e,n) (d,n)
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Algorithmes sur les entiers et les réels

Chiffrement / déchiffrement

» Cryptosysteme RSA — Chiffrement asymétrique, fondé sur de grands
nombres premiers et le probleme de la décomposition en produit de
facteurs premiers

(e,n) (d,n)

C=M° modn, avecC,MeN

M=C modn, avec CCLM e N
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Algorithmes sur les entiers et les réels

Choix des clés RSA
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Algorithmes sur les entiers et les réels

Choix des clés RSA

» Choisir p # g deux grands nombres premiers
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Algorithmes sur les entiers et les réels

Choix des clés RSA

» Choisir p # g deux grands nombres premiers

» Calculern=p-gq
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Algorithmes sur les entiers et les réels
Choix des clés RSA
» Choisir p # g deux grands nombres premiers
» Calculern=p-gq

» Calculer ¢(n) = (p—1)(g—1)
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Algorithmes sur les entiers et les réels

Choix des clés RSA

» Choisir p # g deux grands nombres premiers

» Calculern=p-q

v

Calculer ¢(n) = (p—1)(q—1)

» Choisir un entier e premier avec ¢(n) ~- clé d’Alice
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Algorithmes sur les entiers et les réels

Choix des clés RSA

» Choisir p # g deux grands nombres premiers

» Calculern=p-q

v

Calculer ¢(n) = (p—1)(q—1)
» Choisir un entier e premier avec ¢(n) ~- clé d’Alice

» Calculer I'entier d inverse de e mod ¢ (n) ~~ clé de Bob
d-e=1 mod ¢(n)

grace la relation de Bézout

d-e+k-¢(n)=1

S. Sené Introduction a l'informatique 15/26



Algorithmes sur les entiers et les réels

Correction de RSA

(e,n) (d,n)

C=M° modn, avecC,MeN

M=C? mod n, avecC,MeN
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Algorithmes sur les entiers et les réels

Correction de RSA

(e,n) (d,n)

C=M° modn, avecC,MeN

M=C? mod n, avecC,MeN

Théoréme

(Me)d =M modn J

S. Sené

Introduction a l'informatique
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Algorithmes sur les entiers et les réels
Force de RSA
» A partir de (e, n), difficile de calculer (d,n)

» Raison : & partir de n (= p-q), difficile de calculer ¢(n) = (p—1)(g—1) sip
et g sont des nombres premiers suffisamment grands

oduit de facteurs

fficile

on d’un entier en Pt

La décomposl

-obleme di
premiers est un probleme
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Algorithmes sur les entiers et les réels
Comment faire ?

» Déchiffrement
» Calcul de l'entier d-e =1 mod ¢(n)
» Prise en compte de la relation de Bézoutd-e+k-¢(n) =1
» Utilisation de I'algorithme d’Euclide étendu
» Chiffrement

» Utilisation de 1’algorithme d’exponentiation modulaire pour
résoudre C = M° mod n

S. Sené Introduction a l'informatique 18/26



Algorithmes sur les entiers et les réels

Algorithme d’Euclide étendu

pgcd(345,799) =1

799 =345 x 2+ 109
/
345 =109 x3+18
/
109 =18 x6 41
/

18=1x18+0
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Algorithmes sur les entiers et les réels

Algorithme d’Euclide étendu

pgcd(345,799) =1

799 = 345 x 2 +109
345 =109 x3+18

109 =18 x6+1 109 -18 x6 =1

109 —(345—-109 x3) x 6 =1
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Algorithmes sur les entiers et les réels
Algorithme d’Euclide étendu
pgcd(345,799) =1

799 = 345 x 2 +109
345 =109 x3+18 109 x19-345x6 =1

109 =18 x6+1 109 -18 x6 =1
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Algorithme d’Euclide étendu
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Algorithmes sur les entiers et les réels

Algorithme d’Euclide étendu

pgcd(345,799) =1

799 = 345 x 2 +109 799 x19—-345x44 =1
345 =109 x3+18 109 x19-345x6 =1

109 =18 x6+1 109-18x6=1
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Algorithmes sur les entiers et les réels

Algorithme d’Euclide étendu

pgcd(345,799) =1

799 = 345 x2+109 799 x19—-345x44 =1
345 =109 x3+18 109 x19-345x6 =1
109 =18 x6+1 109-18x6=1

Relation de Bézout
de (799,345) 799 x19-345x44 =1
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Algorithmes sur les entiers et les réels

el et M4 mod n

» Calcul de la puissance néme d’un nombre x

X x2 x> .. x"
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Algorithmes sur les entiers et les réels

el et M4 modn

» Calcul de la puissance néme d’un nombre x

X x2 x> .. x"

Fonction puissance(d x, n : entier) : entier
res : entier;
Début
res:=x;
Pour i de 2 a n faire
res :=res x x;
Fin faire
retour res;
Fin
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Algorithmes sur les entiers et les réels

el et M4 modn

» Calcul de la puissance néme d’un nombre x

X x2 x> .. x"

Fonction puissance(d x, n : entier) : entier
res : entier;
Début
res:=x;
Pour i de 2 a n faire
res :=res x x;
Fin faire
retour res;
Fin

1 mu\tip\ications
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Algorithmes sur les entiers et les réels
Exponentiation rapide

8

X=X XXXXXXXXXXXXXX

7 multiplications

B =(xxxxxxx)= ((x xx)z>2 _ ((xz)z)z

3 multiplications
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Algorithmes sur les entiers et les réels
Exponentiation rapide

13 =XXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXX

12 multiplications

B = (xxxxxxxxxxx)?xx

:((xxxxx)z)zxx

5 multiplications
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Algorithmes sur les entiers et les réels

Exponentiation rapide

Fonction fastexp(d x, 7 : entier) : entier
a,b, m : entier;

Début m
a:=1;
b:=x; initialisation [JIE x | 13
mi=mn; . 2
Tant que (m > 0) faire SRECIRO, X | X 6
Si(m=1 mod?2) alors apres 2 tours JIES x* | 3
Fi fr=ax b; apres 3 tours |81
in si
b:=bxb; apres 4 tours [[[Eas8 LZUN N0
mi=|m/2|;
Fin faire
retour a;

Fin
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Algorithmes sur les entiers et les réels

Exponentiation rapide

Fonction fastexp(d x, 7 : entier) : entier
a,b, m : entier;

Début m
a:=1;
b:=x; initialisation [JIE x | 13
mi=mn; . 2
Tant que (m > 0) faire SRECIRO, X | X 6
Si(m=1 mod?2) alors apres 2 tours JIES x* | 3
Fi fr=ax b; apres 3 tours |81
in si
b:=bxb; apres 4 tours [[[Eas8 LZUN N0
mi=|m/2|;
Fin faire

retour a; O(log,(n)) multiplications
Fin
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Algorithmes sur les entiers et les réels
In(14) log,(152)

Table des logarithmes népériens entre 0,01 et 1
N__ | In{N) N__| In(N) N_ | In(N) N__ [ In{N} N__ [In{N)

0,01 -4,80517 | 0,21 -1,56065 || 041
0,02 -391202 | 022]|-151413 || 042
0,03| -3,506 56 | 0,23| -1,46968 || 0,43 083 -0.45204 | 0,830,188 33
0,04| -3,21888 | 0,24| -1,42712 || 044 064)|-0,44620 | 0,84|-0174 35
0,05 298573 | 0,25 -1,38629 || 045 -079851 | 065(-043078 | 0,85|-0,162 52
0,06 -2,81341 | 0,26 -1,34707 || 048 -077653 | 0866(-041552 | 0,86|-0,150 82
0,07| 265926 | 0,27 -1,30933 || 047 -075502 | 067(-0.40048 | 0,87|-0,139 26
0,08 252573 | 0,28 -1,27297 || 048 -073397 | 068(-0,38566 | 0,88|-0,127 83
0,09 240795 | 0,29 -1,23787 || 049|-071335 | 089(-0,37106 | 0,89|-011653
01 | -230259 | 0,3 |-120397 | 0,5 | -069315 | 07 (-0.35667 | 0,9 |-0,10536

0811|0494 3 0,81 021072
062 -0.47804 | 0,82| 018845

011 -220727 | 031|-117118 || 0.51|-067334 | 071)|-0.34240 | 0.91|-0094 31
012|-212026 | 032|-1,13943 || 052 072|-0.3285 0.92| -0,083 38
0,13|-2,04022 | 033|-1,10866 || 0.53 073 -0.314 71 | 0893|0072 57
0,14|-1,86611 | 034|-1.07881 || 0.54 0.74) -0.301 11 0.54| 0061 88
0,15{ -1,887 12 | 0.35|-1,04982 || 0.55 0,75 -0.287 66 | 0.95|-005129
0,16|-1,83258 | 036|-1,02165 || 056 -057982 | 076|-0.274 44 | 0.96| -0040 82
047|-1,77196 | 037|-099425 | 057 -056212 || 077|-0.26136 | 0.57|-0030 46
0.18| -1,7148 0.38| -0.96758 || 0.58| -0.54473 | 078|-0.24846 | 098 -00202

0,19|-1,66073 | 039|-094161 | 059 -052763 | 079 -0.23572 | 0.59|-001005
02 [-160044 | 04 |-091629 | 06 |-051083 | 08 |-0.22314 | 1 i}

Table des logarithmes népériens entre 1 et 100

N In{N) N In{N) N In{N) N In{N) N In{N)

1 a 21 | 3,044 52 41 371357 81 |4.11087 B1 | 439445
2 0693 15 22 | 3,09104 42 | 373767 62 (412713 82 | 440672
3 1,098 61 23 | 313549 43 (37812 B3 [4,14313 83 | 441884
4 1,386 29 24 | 317805 44 378419 &4 |4,158 88 84 | 443082
-] 1,609 44 25 |3,21888 45 | 3,806 68 65 [4,174 38 85 | 444265
B 179178 28 [32581 46 |3,82864 66 |4.18985 B | 445435
7 194591 27 | 3,29584 47 | 3,85015 &7 |4,204 89 87 | 4486591
8 207244 23 |33322 48 38712 88 [421951 B8 | 447734
9

2197 22 29 | 33673 49 | 3891382 69 [ 4.234 11 89 | 4 488 64
ion a I'informatique 22/26
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Algorithmes sur les entiers et les réels

In(14) log,(152)

Admettons savoir calculer les puissances de e et de 2
avec des exposants flottants pas seulement entiers

x=In(14) < ¢¢'=14
— —14=0

x =log,(152) <= 2¥=152
— 2Y-152=0
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Algorithmes sur les entiers et les réels

In(14) log,(152)

Admettons savoir calculer les puissances de e et de 2
avec des exposants flottants pas seulement entiers

x=In(14) < ¢¢'=14
— —14=0

x =log,(152) <= 2¥=152
— 2Y-152=0

11 faut trouver le zéro d’une fonction
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Algorithmes sur les entiers et les réels
Approximation du zéro

zéro de la fonction

v

zeR, f(z) =0
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Algorithmes sur les entiers et les réels
Recherche dichotomique

a,beR, z€[a,b]
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Algorithmes sur les entiers et les réels
Recherche dichotomique

...et ainsi de suite jusqu’a ce que...
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Algorithmes sur les entiers et les réels
Une autre méthode : 1a descente

v
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Une autre méthode : 1a descente
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Algorithmes sur les entiers et les réels

Algorithme de Newton

Fonction approx_zero(d f, x : réel) : réel
Xtmp : réel;
Début
Xtmp = X0,
Tant que (f (xtmp) # 0) faire
“Tracer” la tangente t de f en Xtmp ;
Xtmp := abscisse de l'intersection de t et (0,x) ;
Fin faire
retour Xymp ;
Fin
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Algorithmes sur les entiers et les réels

Algorithme de Newton

Fonction approx_zero(d f, x : réel) : réel
Xtmp : réel;
Début
Xtmp = X0,
Tant que (f (xtmp) # 0) faire
“Tracer” la tangente t de f en Xtmp ;
Xtmp := abscisse de l'intersection de t et (0,x) ;
Fin faire
retour Xymp ;
Fin
» Comment “tracer”/calculer la tangente de f ena?
» La tangente de f en a est la droite d’équation :

t=f(a)+ (x—a) < f'(a)

» L'abscisse du point d’intersection de f et (0,x) est :

'y _,_f@
f@)+(x—a)xf(a)=0 < x—a—f/(a>
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Algorithmes sur les entiers et les réels

Algorithme de Newton

Fonction approx_zero(d f, /', x¢ : réel) : réel
Xtmp : réel;
Début
Xtmp = X0,
Tant que (f (xtmp) # 0) faire
Xtmp = Xtmp _f(xtmp)/f/(xtmp);
Fin faire
retour Xtmp ;
Fin

» Calcul de f'?
~ on l'ajoute en argument !

> f(x) =e"—14 s f(x) =2¥—152
wf’(x) =é* Wf’(x) = 11’1(2) x eXxIn(2)
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Algorithmes sur les entiers et les réels

Algorithme de Newton

Fonction approx_zero(d f, /', x¢ : réel) : réel
Xtmp : réel;
Début
Xtmp = X0,
Tant que (f (xtmp) # 0) faire
Xtmp = Xtmp _f(xtmp)/f/(xtmp);
Fin faire
retour Xtmp ;
Fin

» Cet algorithme termine-t-il ?

» On s’arréte quand on
» Non! pense étre suffisamment
proche
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Algorithmes sur les entiers et les réels

Algorithme de Newton

Fonction approx_zero(d f, /', xo, err : réel) : réel
Xtmp : réel;
Début
Xtmp = X0,
Tant que (|f (xtmp)| > c17) faire
Xtmp = Xtmp _f(xtmp)/f/(xtmp);
Fin faire
retour Xtmp ;
Fin

» Cet algorithme termine-t-il ?

» On s’arréte quand on
» Non! pense étre suffisamment
proche
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